Es important tenir en compte aquesta observacié per a calcular, per exemple, les asimptotes
horitzontals de la funcié f(z) = —\/x—“,j—f—z per tal de fer la seva grafica. En calcular el limit, s’ha de

distinguir segons ¢ — +o0 0 © — —o00, ja que els resultats sén diferents.
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im ———= lim == lm —f== lim ——=—=1
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Per tant, per a ¢ — +oo, la funcié té com a asimptota horitzontal la recta y = 1. Per altra
banda,

. T : z : P : 1
lim ———=— = lim —= lm —F——= lm ———=-1
z——00 /2 — 4 T—+—-00 II——4 T—=—00 T'—Z‘ — 42 e _4_12_
T z
Per tant per # — —co la funcié té com a asimptota horitzontal la recta y = —1. Aixi, doncs, el fet

de calcular amb cura el limit fa veure que aquesta funcié té dues asimptotes horitzontals diferents,

una quan z — -+oo i una altra quan z — —oco.

Problemes

Problemes proposats

A9. Tenim donats al pla un triangle A, A, A3
1 un punt Pp. Definim A; = A;_3 per tot
s > 4. Construim una successio de punts
P Py, ..., P, ... de manera que P és, per
k=1,2,..., la imatge de P;_q en un gir anti-
horari de centre Ay i amplitud 120° Demostreu
que st Piggs = Py, Havors el triangle A1 Az A3 és
equilater.

A10. Sigui p,(k) el nombre de permutacions
del conjunt {1,2,...,n} que tenen exactament
k elements fixos. Demostreu que

> kpa(k) =n!.
k=0

A1l1l. En un triangle acutangle ABC la bisec-
triu interior de l'angle A talla el costat BC al
punt K i el cercle circumscrit al punt M. Des
del punt K es tracen perpendiculars K L1 KN
a AB1AC, respectivament, on posem L1 N per
a designar els peus de les esmentades perpendi-
culars. Demostreu que el quadrilater ALMN i

el triangle ABC tenen la mateixa area.

A12. Sigui n > 3 un enter. Demostreu que
existeix un conjunt de n» punts al pla tal que la
distancia entre cada parell de punts del conjunt
és irracional, 1 que cada terna de punts del
conjunt determina un triangle no degenerat d’a-
rea racional.

Comentari. A Denunciat del problema A7
(vegeu SCM /Noticies/1), cal afegir-hi el
paragraf seglient: “En les competicions espor-
tives, s’anomena mitjana de gols fallats el quo-
cient entre el nombre de gols fallats i el nombre
total de llancaments realitzats; en aquest pro-
blema la mitjana es déna arrodonida amb tres
decimals.”



Solucions dels problemes Al-A5

Habitualment donarem solucions dels problemes proposats al nimero k& de SCM/Noticies al
nimero k + 2. Seguint aquesta rtegla, tot seguit trobareu solucions dels enunciats plantejats a
SCM /Noticies/0. Afanyeu-vos, si us plau, a enviar solucions dels problemes de SCM/Noticies/1.

A1, Demostreu que si a l’equacid
ar’ +br+c=0

a, b icsén enters senars, les arrels sén, for¢osament,
irracionals.

Observacié. L’enunciat del problema no és del tot
correcte, ja que calia parlar d’arrels reals en lloc
d’arrels.

Solucié (FrRaNCEsc BoRREL, I.B. Salvador Es-
priu, Salt). Les arrels seran irracionals si 6> —4ac €
Z no és un quadrat perfecte. Si suposem el contrari,
b2 — 4ac = 22 i com que b? és senar, resulta que z°
és senar i també z. Com que z — b és parell podem
posar £ = b+ 2s (amb s € Z), i substituint i sim-
plificant, queda —ac = s(b + s). El primer membre
d’aquesta igualtat és senar, 1 per tant també el se-
gon; aixo implica que s 1 b+ s sén senars, perd com
que b és senar, ha de ser s parell, contradicciod.

Altres idees. També es pot resoldre observant que
el discriminat A = b% — 4ac de I’equacid, ha de ser
5 (mod 8) si a, b, ¢ s6n senars. Perd un quadrat per-
fecte només pot ser 0, 1 o 4 (mod 8). B

A2. Demostreu que si oy 1 ao son les arrels de le-
quacié z° — 6z + 1 = 0, llavors, per a tot n € N,
al + of és un enter no divisible per 5.

Solucié (Redaccid). Fent r, = of 4+ of, per n > 0,
queda 7o = 2, r; = 6, ro = 34. Un simple cal-
cul mostra que els r, compleixen la recurrencia
rp = 6Pp—1 — Tm—2. La mateixa recurréncia consi-

derada modul 5 déna rg = 2, ry = 1, 12 = 41
P = Pn—1 — Tn—o. Perd aquesta darrera relacio dé-
na r, = —rn-a, de manera que la sucessid dels r;

és rg, 'y, T2, —T0, i cap dels seus

termes és 0.

—Ty, —=T2,70,71,- ..

Altres idees. . BORRELL observa que els r, s6n
parells i pot, fer un raonament semblant modul 10.

A. GoMA usa “normes’. Posa |la + bv2|| =
a® —2b%, que és una funcié multiplicativa. Com que
a1 =3+2v21 a2 =3 - 2V2, ||| = lasf| = L.
Posant o} = a + bv/2, queda of = a - bv/2 i
Natl] = lleq]]* = 1 = a® = 2b%. De of + of = 2a
deduim que només cal veure que a no pot ser mil-
tiple de 5. Pero a® = 1 + 207 i donant a b valors
modul 5 es comprova el que volem. u

A3. Demostreu que, per a tot primer p > 2, el
numerador m de la fraccié
m 1 1 1

B P T A IR
n +2+3+ +p—-l

és divisible per p (Teorema de Wolstenholme).

Solucié (F. BorrRELL) Com que (p — 1)! no és di-
visible per p ja que aquest és primer, només caldra
veure que el numerador de la fraccié, és a dir,

79 (p=1) 412 (p=-1+12--(p—1)

és miiltiple de p. Es facil de comprovar que els p— 1
sumands de ’expressié sén tots diferents modul p
i, per tant, sén exactament 1,2,...,p~— 1 modul p.
La seva suma és p - 2—;-1— que és 0 modul p.

Altres idees. Liruis ‘BiBILOoNI (UAB) déna una
solucié semblant, observant que la congruéncia de
Wilson diu que els sumands esmentats sén precisa-
ment —171, =271 .. —(p—1)71, tots ells diferents
modul p.

El problema admet un refinament ja que es pot

demostrar que si p > 3, el numerador és miltiple de
2

p°. .
A4. Tenim n > 1 llums disposats en forma circular
Lo, L1, ,La—1. Unllum pot estar ences o apagat.
A partir de Lo es fa una successié d’accions S; de
la seglient forma:

i) L’accié S; afecta només el llum L; (I'estat
dels altres no canvia).

i1} Si Lj_1 és encés, S; canvia lestat de L;.

iii) Si Lj_; és apagat, S; no canvia l'estat de
Lj.

Els llums estan indexats modul n. Inicialment
els llums estan encesos. Demostreu:

a) Existeix un enter positiu M(n) tal que
després de M (n) passos tots els llums tornen a estar
€Nncesos.

b) Si n = 2%, llavors M(n) = n? — L.

¢)Sin=2F+1,llavors M(n) =n*—n—1
Solucié (oficial de la 34th IMO, Istanbul). Desig-
nem per (vo,v1,...,Un-1) €l vector amb compo-
nents 0 o 1 que indica lestat dels llums Ly,

o, Ln_1. Laccid Sp és, en aritmética bina-
ria, (vo,v1,.-.,Un=1) — (Un-1+ v0,01,.-.  Vn—1);
Vaccié S; és (vo,v1,-..,0n=1) — (vo,v0 +
U1,... ,Un_1); 1 alxi successivament. Si indiquem

per R la transformacié “rotacié a l'esquerra” que
fa (vo,v1,..- ,Un-1) — (V1,V2,...,Vn_1,0), resul-
ta Sy = R™ISgR, i també, per induccié, S; =
R™iSyR'. El producte d’accions successives S; és

Pi_1=85k-1Sk-2---515 =
= R™¥(RSy)f = R7FT*
sifem T = RSp.

a) Hem de veure que el vector I=(1,1,..,1)
es transforma en ell mateix per una certa P; perd



com que R(I) = T, és necessari i suficient veure que
T3(1) = (I) per un cert s. De fet, és suficient veure
que una certa poténcia de T és la identitat. De ma-
trius n x n binaries n’hi ha un nombre finit (2”:);
les sucessives poténcies T% arribaran a repetir-se i
tindrem 77 = T per uns certs 7 < s. Com que T
és una transformacié invertible, traient factor comi
T resulta T°7" = I i la part a) queda demostrada.
b) La matriu de T és

0 0 0 0 1
1 00 0 0
0 1 60 00
000 ... 00
000 ... 11

i els seu polinomi caracteristic, desenvolupant per la
darrera columna resulta ™ — z"~! — 1; pel teorema
de Hamilton-Cayley la matriu 7" compleix

T -7l [ =0.

Recordant que a Z» elevar al quadrat o a una poten-
cia de 2 una suma equival a elevar els sumands
separadament i sumar, i calculant successivament,
surt 7% = (T"=1 + I)" = T*(*=1) 4 [ ja que n és
poténcia de 2. Traient factor comu T7° =" resulta
Tri=n(Tn~J) = I, d’on, TV ~"T=1 =71 = |

¢) Es demostra igual que el cas b), modificant
els calculs convenientment. 77 -7 = Tn(n=1) =
(Tr=1 4 )"~ = TCP=24D) 4 [ ja que n — 1 és
poténcia de 2. Traient factor comd 7™ ~27+! resul-
ta 'I’”z“:’"“"’(T"“"l +I) = I d’on T’ -2n+in
Tn2—11+1 - .

Observacions. Aquesta solucid, que pot canviar-
se facilment a una altra sense recurs de transfor-
macions lineals, operant directament a ’anell
Zo[X]/(X™ — X"~ — 1), és relativament senzilla
d’entendre si es poden usar, de forma coneguda i au-
tomatica, les técniques habituals de 'algebra lineal
o dels anells de polinomis. Hi ha d’altres solucions
que resulten de comptar directament sobre els estats
dels llums, que requereixen menys técnica, perd que
resulten molt més dificils d’intuir 1 d’escriure rigoro-
sament. En un proper SCM /Noticies, donarem la
solucié apareguda a la revista Mathematical May-
hem i també una altra de semblant que ens ha fet
arribar F. BORRELL. B

A5. A cada casella d’un escaquer n x n hi ha un
llum. En ser tocat un llum, aquest llum i tots els
situats a la seva fila i columna canvien d’estat (pas-
sen d’apagat a encés i reciprocament). Inicialment

10

sén tots apagats. Demostreu que sempre és pos-
sible, amb una successié escaient de tocs, que tot
Pescaquer quedi ences, i calculeu, en funcié de n, el
nombre minim de tocs per tal que s’encenguin tots
els llums.

Solucié (Redaccid, amb idees de F. BORRELL). Si
toquem una vegada cada casella de l'escaquer, cada
llum canviara 2n —1 vegades, 1 com que aquest valor
és senar, quedaran tots els llums encesos. Amb n?
tocs segur que tenim una solucié que encén tots els
ltums.

Si es fan menys de n tocs, hi haura algun ele-
ment en una fila i columna que no quedara tocat,
i per tant el llum corresponent no s’encendra. En
conclusid, el nombre de tocs £ ha de ser més gran o
igual que n, 1 per tant el nombre total de tocs £ ha
d’estar entre n i n?.

Si n és senar i es fan n tocs resseguint una fila o
columna, tots els llums de les altres files 1 columnes
s’éncendran, i els de la fila i columna resseguides
rebran un nombre senar de tocs i quedaran encesos.
En conclusid, si n és senar, el minim nombre de tocs
€s n. ‘

Sin és parell cal demostrar que el minim nombre
de tocs necessaris és n?. Observem: a) Tocar dues
caselles diferents produeix un efecte sobre els llums
que és independent de I'ordre en qué s’han tocat. b)
Tocar dues vegades la mateixa casella no produeix
cap efecte. En conclusid, d’una série de tocs es po-
den treure els tocs repetits i es pot canviar Vordre
dels tocs.

Considerem la matriu n x n que té entrades a;;
iguals a 1 o 0 segons que s’hagi fet un toc a la casella
i,j. Slguin f;, ¢; les sumes de les files 7 i columna
j. Resulta evident que el nombre total de tocs és
{ = Z? fi = YT ¢;. Daltra banda, el nombre de
tocs que afacten la casella i, j, que ha de ser senar,
és fi +¢; —a;; = 2r+ 1. Sumant aquesta expressid
per totes les i queda Y ] fi+nc;—3; ajj = 2s+n, 0
bé 5_:’; fi+(n—1)¢; = 2s+n. En aquesta expressid,
si Y fi fos senar, hauria de ser ¢; senar; pero llavors
el mateix raonament seria valid per a tots els ¢; 1,
essent tots senars, la suma ) ¢; seria parell ja que
té un nombre parell n de sumands. Aixo és absurd
ja que aquesta suma és precisament Y  f;, senar per
hipotesi. Per tant han de ser ) fi i ¢; parells. Apli-
cant el mateix raonament a tots els f; i els ¢; resul-
ten tots parells. De la igualtat f; +¢; —a;; = 2r+1
resulta que a;; és senar i per tant és 1, per a tot
i,j. Calen, doncs, n® tocs per a encendre tots els
llums.



